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Clauses de Horn

Prolog
Fait : a
But : b], cees bn

Clause :a:==c¢y, ..., Cn

Logique
Fait : a
But: b1 A ... A bn

Clause :Ci1A...ACh=0A="C1V...VChVQ



Motivation

Trouver des variables qui satisfont une formule = résoudre un probleme

Peu de variables : facile a faire la table de vérité.

Beaucoup de variables : exponentiel.



SAI

Soit ¢ une formule : existe-t-il une valuation v telle que [p ], =1 ¢



FNC

Forme normale conjonctive (FNC) . conjonction de disjonctions

(901’1 \/"'SOALTM) VANRIIEIVA (gpkil V. ..gpkml)

Littéral : variable propositionnelle ou négation de variable propositionnelle



Classes de complexité

Classe NP

I existe un algorithme non-déterministe résolvant ce probléme en temps polynomidal.

Classe NP-complet
Ce probleme appartient a NP.

Tous les problemes de la classe NP se réduisent a ce probleme en temps polynomial.



Théeoreme de Cook

SAT est NP-complet



Problemes NP-complets

Tous les problemes NP-complets sont équivalents a SAT.

En résolvant SAT on résout tous les autres problemes.



3-SAI

SAT avec clauses de 3 variables
Equivalence enfre SAT et 3-SAT

(rvazv..van)=s(arvazvi) A(azvbrvba A... A(On1 Van VvV Tbns)



N-SAT

SAT avec clauses de n variables
Equivalence entre SAT et n-SAT

(irvazv..vam)=s(Qrvazv...vanlvbi)a

(Qn+1 v ...v Q2n3 v D1 v D2) A Lo A (Qmne1 VLo vV Om v K



2-SAT

SAT avec clauses de 2 variables

Pas NP-complet (P)



Resolution SAT

Table de vérité
2 possibilités par variable booléenne
Valuations a calculer : au plus 2"

300 variables : 239, soit plus que le nombre d’atomes dans I'univers (= 1080 = 2264

Il va falloir simplifier...



Simplifications

(avav..)=s(av..):suppression des occurrences multiples
(a0 v -av...)=s T :suppression des clauses contenant des opposés

C’'est bien, mais avec ¢ca on n'ira pas loin...



Propagation unitaire

Clause unaire : a ou 7a
AOATOA...=s L
aAn(ravbiv..vby)Alaveiv...ven) AR=(b1V...vDn) AR etv(a)=T

“aA(travbiv...vbhy)Alfaveciv..vcan) AR=s(civ...vch) ARetv(a)=1



Flimination des littéraux purs

Littéral pur : littéral qui est soit toujours positif, soir toujours négatif
(avbiv..vbnAlaveciv..vean)A(diVv..vdy) AR=s(diVv...vdn) ARetv(a)=T

(favbiv..vbhn)A(raveiv..ven)A(div...vdy) AR=(diVv...vdh) ARetv(a)=1



Davis-Puthnam (DP)



Resultante

ci=(avbivbav..vbn co=(ravd vdav... Vvd
Résultante :r=(by vbov...vbhnvdi vdyv.. vd)
c1 A c2 satisfiable ssi r satisfiable
Démonstration =
Soit a =T : cosafisfiable et ma=1->di vd2 V... vdnsafisfiable, donc r aussi

Soita=1:csafisfiableeta=L=2b; v vVv...Vbnsatisfiable, donc r aussi



Exemple

(avb)A(avc)A(mavc)

Il faut factoriser a



Exemple

(avDb)A(avc)A(mavc)

=(avVv (bA—c))A(mravc)



Exemple

(avb)A(avc)A(mavc)

(avVv (b A—C))A(~avVvc)

(lboA—C)Vvce

On calcule la résultante



Exemple

(avb)A(avc)A(mavc)

(av (bA—c))A(~avc)

(b A—C) Ve

(bvc)a(-cvcc)

Onremet en FNC



Exemple

(avb)A(avc)A(mavc)

(a v (bA—c))A(~avc)

(b A—C) Ve

(bvec)Aa(mcvcc)

=bvc



Algorithme DP

1. Eliminer les clauses unitaires tant qu’ily en a
a A 7a AR = L= Formule non satisfiable
aAn(ravbiv..vbn)Alaveciv...vch) AR (b1 v...vbn) AR
"TaA(travbiv...vbh)Alaveiv..Vvcl) AR (CiV...VCh) AR

Formule vide = Formule satisfiable

2. Eliminer les littéraux purs
(avbiv..vbnAalaveciv..vehn)A(div..vdn) AR (diVv...vdy) AR

(favbiv..vbn)A(raverv..ven)A(div...vdn) AR (diVv...vdh) AR

3. On simplifie les résultantes
(avbivbav..vbn) A(ravdivdzv..vds AR

> (birvbav...vbhvdivdav..vdn) AR



Exemple

(a v b)A(~a v ~c)AdA(d v 7a)A(rd v e VI)A(Tb vcvevf)A(-b v )



Exemple

(a v b)A(~a v ~c)AdA(d v 7a)A(~d ve VI)A(Tb vcvevf)A(-b v )

- (a Vv Db)A(ra v c)Ae vIi)IATb Vv ecyvevf)A(-b v )



Exemple

(a v b)A(ma v ~c)AdA(d v 7a)A(d v e VI)A(Tb v c v e v ~f)A(=b v C)
- (a Vv b)A(~a v ¢c)Ae VI)A(Tb vc ve v f)A(-b v C)

- (a v b)A(~a v °¢c)A(~b Vv ¢)



Exemple

(a v b)A(~a v ~c)AdA(d v 7a)A(rd v e VI)A(Tb vcvevf)A(-b v )
- (a Vv Db)A(ra v c)Ae vi)IANTb Vv cyVvevf)A(-b v )
- (a Vv b)A(~a v 7¢c)A(~b Vv ¢)

- (b v °c)A(7b v )



Exemple

(a vV b)A(ma v ) AdA(d v ma)A(md v e VfJA(Rb v ¢ v e v Tf)A(mb v ¢
> (a Vv b)A(ma v c)Ale VHA(Rb v e ve v Tf)A(Rb v ¢
> (a vV b)A(ma v c)A(b v ¢)
> (b v ~c)A(-b v c)

-> CVC



Exemple

(a vV b)A(ma v ) AdA(d v ma)A(md v e VfJA(Rb v ¢ v e v Tf)A(mb v ¢
> (a Vv b)A(ma v c)Ale VHA(Rb v e ve v Tf)A(Rb v ¢
> (a vV b)A(ma v c)A(b v ¢)
> (b v ~c)A(~b v )

-> CVC



Algorithme DP

On n’obtient pas la valuation qui prouve la satisfiabilité.

Probleme : simplification des résultantes
(avbivbav...vbn)A(travdivdev..vdy)=sbivbev..vbhvdivdav.. vd
Que vaut a ¢

Besoin d'un algorithme constructif.



Davis—Putnam-

Logemann-Lovelana
(DPLL)



Valuation partielle

F[x/L] est la formule F dans laguelle x est évaluée a L

F[x/T] est la formule F dans laquelle x est évaluée a T

F est satisfaisable ssi F[x/L] est satisfaisable ou F[x/T] est satisfaisable.



Propriétés

ala/T] =T (avbivbav..vbn [a/T]=T
ala/l] = L (avbrvbav...vbn)[a/L]l= (b1 vb2Vv...Vbn
~ala/T] =1 (fFavbivbav...vbn[a/T]= (b1 Vb2V ...V bn

~afa/L] =T (favbivbav..vbna/l]l=T



Alternative a résultante

F=(avbivbev..vby)Aa(ravdivdaVv..vd)AR
Recherche par cas

a = T = Fsatisfaisable ssi (di v d2 v ... v dn) A R est satisfaisable

a = 1L = Fsatisfaisable ssi (b1 v b2 v ... v bn) A R est satisfaisable



Arbre de recherche

x est la variable pivot / \
X/ L X/ T



Clauses unitaires

a clause unitaire dans F = F saftisfiable ssi F[x/T] safisfiable.

a clause unitaire dans F = F satisfiable ssi F[x/L1] saftisfiable.

(aAn(mavbiv..vbh)Alavciv..vch))a/T]= (b v...vbs[a/T]

(faA(tavbiv..vbn) Alavecrv.. vceh))[a/l]

(c1 Vv ... Vvcn)[a/l]



Flimination des littéraux purs

a présent et 7a jamais présent dans F = F satisfiable ssi F[x/T] satisfiable.

- présent et a jamais présent dans F = F satisfiable ssi F[x/1] safisfiable.
((avbiv..vbaAlaveciv..vee Aldiv..vdl)[x/T]=(di V...V d)[x/T]

(fFavbiv..vbnA(raveciv..ven) A(dv...vdh))[x/L] =(d Vv...vdn)[x/L]



Algorithme DPLL

1. Eliminer les clauses unitaires tant qu’il y en a

a A 7a A ... =1L = Formule non satisfiable
aA(favbrv..vbr)AlfaveciVv..vece) AR=((bi1vVv...Vvbn) AR)[a/T]
“aA(tavbiv...vbh)Alaveciv..vecy) AR ((ci1V...Vvcn) AR)[a/L]

Formule vide = Formule satisfiable

2. Eliminer les littéraux purs

(avbiv..vbnAlavciv..ven)A(div..vds) AR ((diVv...vdn) AR)[O/T]

(favbiv..vbh)A(raveaiv...ven)A(div..vdn) AR ((di V... vdn AR)[a/1]

3. On simplifie les résultantes
(avbivbav..vbn) A(ravdivdzv..vds AR
- ((b1 vib2 Vv ... vbn) AR)[a/1]
= ((di vdaVv...vdn) AR)[a/T]



Exemple

(avbvcvdvijAfbv-cvdve)Al"bvcvdyvf)A(rav d)A(bvcvdye)



Exemple /\

Fla/T] Fla/L]
(cvbvcvdvijAbv-cvdve)A("bvcvdyvf)A(-avd)A(bvcvdye)

2> ("bvcv-dvelA(rbvcvdyVvfAdAbvcvdyve)a/T]



Exemple /\

Fla/1] Fla/L]

(av-bvcvadvijA(rbvcvdvelA(bvcvdyVvf)JA(maVvd)A(bvcvd l—'e)

F[d/L]
2> (bvcv-dvelA(rbvcvdyvf)JA-dAbvcvdyve)a/T]

2> ("bv-cvf)Albvcyvoe)a/T][d/L]



Exemple /\

Fla/1] Fla/L]

(avbvcvdvijAbv-cvdve)A["bvcvdyvf)A(ravVvd)Abvcvd l—'e)
F[d/L]
> ("bvcvdve)A(bvcvdyvafJAdA(bvecvdyvela/T] l

= (7b v c v =f) Ao vev-e)la/T][d/1] Ff/1]

- (bvcyve)a/T][d/L][f/L]



Exemple /\

Fla/T] Fla/L1]

(av-bvcvadvijA(rbvcvdvelA(bvcvdyVvf)JA(maVvd)A(bvcvd l—'e)

F[d/L]
> ("bvcvdve)A(bvcvdyvafJAdA(bvecvdyvela/T] l

= (7b v mc v f)Alovecv-e)a/T][d/1] Ff/1]
= (b vcv-e)a/T][d/L][f/L] l

= T7[a/T][d/L][f/L][b/T]



