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Preuves non constructives

Proposition : il existe deux irrationnels a et b tels que ab soit rationnel
On pose r = (V2)¥2. Nous ne savons pas si r est rationnel ou irrationnel.
Soir r est rationnel, donc a =b =2

Soit r est irrationnel, on pose a = (V2)¥2, b = V2 et ab = (((V2)¥2)¥2) = ((v2)¥2*2) = (v/2)2 =2

On a démontré la proposition, mais on ne connait pas les valeurs de a et b.



Preuves non constructives

Exemple : démontrer A v B

Strategies de démonstration :

Preuve directe : Vig OU Viq : donner une preuve de A ou une preuve de B

Preuve indirecte : supposer 7(AVB) = 7A A 7B et frouver une contradiction.

Avec |la preuve directe on sait si c’'est A ou B qui est vraie, pas avec la preuve indirecte.



Preuves non constructives

Exemple : démonftrer 3x.A

Stratégies de démonstration :

Preuve directe : 3i: prouver A[t/x] pour un ¢t donné

Preuve indirecte : supposer ~3dx.A = Vx.7A et trouver une contradiction.

Avec la preuve directe on sait si c'est A ou B qui est vraie, pas avec la preuve indirecte.



Tiers exclus

I'=pV-op oo

AV A

Une propriété est soit vraie soit fausse.

On ne sait pas quel cas est vrai est quel cas est faux.



| ogigue Classigue

I —AF L
T A

Le raisonnement par I'absurde est autorisé

A < A



Logigue Minimale



L ogigue minimale (LM

Pas de regles pour L
1 est une variable comme une autre

On conserve les regles =i et ¢, 7A étant une notation pour A = 1



L ogigue minimale (LM

Si @ est démontrable en logique minimale sous les hypotheses I', on note I' bm ¢

LM n’est pas complete !
Certaines formules vraies ne sont plus démontrables :
A = A

(7A v B) = (A = B)



1A = A

1 étant considéré comme une variable comme une autre, cela revient a :
(A= B)=B)=A

Or cette formule n'est méme pas prouvable en logique classique, car ce n'est pas une
tautologie (A= 1,B=T).



“AvBl = (A=01B

On ne peut pas montrer B avec une contradiction

A-Ar-A Y A -ara

AV B,A,-AF L ‘
ax ? ax
A+-AVB -AV B,A,-AF B ~AVB,ABFB
-AV B,A+F B ‘

)

=
~AVBFA=B Ny
- (-AV B) = (A= B)




Traduction de Godel

Soit A9 |la traduction de Godel de la formule A
18=1
A9 = 77A si A est atomique et différent de L
(TA)9 = 7AS
(A A B)S = A9 A B9
(A v B)¢=A9v B9
(A = B)9 =A% = BS
(VX.A)9 = VX .A9

(AX.A)9 = 72X A9



Exemple

(FA v B)= (A=B))9=("A v B)9= (A= B)9
= ((—7A)° v B9) = (A9 = B9)
= (mA9 v 77B) = (A = 7B)

= (_I_I_IA . —|—|B) — (_I_IA — —|—|B)

Fm (_I_I_IA . _I_IB) — (_I_IA — _I_IB)



Théeoreme

I'-. Asst1'9 Eq +,, A9

Toute formule prouvable en logique classique peut éfre prouvée en logique minimale.

Il faut la fraduire, ainsi que ses hypotheses avec la traduction de Gddel.

Eq, =V, y{-—(z=y) = (x
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Logigue Infulfionniste



L ogigue Intultionniste

On autorise le ex falso

De I'absurde on peut fout déduire.

Tres utilisé en politique.



Logique Intultionniste (LI)

Si @ est démontrable en logique intuitionniste sous es hypotheses I', on note I' i ¢

LI n'est pas complete |
Certaines formules vraies ne sont plus démontrables :
A = A

((A=B) = A) = A : Loi de Peirce



1A = A

D’'un point de vue constructif, 77 A veut dire : « A n'est pas contradictoire »

Si A est vrai alors A n'est pas contradictoire. A = 77 A

Si A n'est pas contradictoire, on ne peut pas forcément en déduire A.



1A = A

X un réel
A =x estrationnel : da. b. x=a / b, a et b entiers
Preuve intuitionniste : frouvera et b

Preuve classique : prouver 77 A, c'est-a-dire que A n'est pas irrationnel.



Traduction de Kuroda

Soit Ak = ==AK |a traduction de Kuroda de la formule A
AK = A si A est atomique
(FA) = A
(A A B)K = AK' A BK
(A v B)K = AK' v BK
(A = B)K = AK = BK
(VX.A)K = ¥x.7AK

(Ax.A)K = Ix.AK



Exemple

(VX. (A A B) = VX.A A VX.B)k==7((VX. (A A B)) = (VX.A A VX.B)X)
= =(Vx. 7 (A A B)K= ((VX.A)¥ A (VX.B)¥))

= =(VX. 77 (AKX A BX) = (VX.77AK A VX, 77BK))



Théeoreme

k. A ssiT* Eq, ; A

Toute formule prouvable en logique classique peut éfre prouvée en logiqgue intuitionniste.

Il faut la fraduire, ainsi que ses hypotheses avec la traduction de Kuroda.

Eq, =V, y{-—(z=y) = (x
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Théeoreme

L'existence d'une démonstration dans LM et LI est indécidable.



