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Syntaxe



lermes

Variables Var = {x,y,2, ...}
Signature
Symboles de constantes  {a, b, ¢, ...}

Symboles de fonction {f,g,h, ...}



FoNnctions

{f, g, h, ...}
Arité : nombre de paramétres
Fonctions d'arité 0 ;: constantes

Exemples : addition, concaténation, tri, ...



lermes

Ensemble des termes Ts = {t,u,...}
Plus petit ensemble contenant :
constantes
variables

si 1, ..., th des termes et f une fonction d’arité n alors f(f1, ..., tn) est un terme



Variables libres

Variables libres d'un terme :

vl(z) = {z}
vi(a) =0

vI(f(t1,...,tn) =0l(t1)U---Uvl(ty)

Un terme est clos s'il n'a pas de variable libre.



Variables libres

Exemple

vit(h{a. g(x)), h(b. y)) =



Variables libres

Exemple

vi(f(h{a, g(x)), h(b, y)) = vi(h{a, g(x)) U vi(h(b, y))



Variables libres

Exemple
vi{f(h(a, g(x)). h(b. y)) = vi(h(a., g(x)) U vi{(h(b, v))

= vl(a) U vi(g(x)) U vil{b) U vi(y)



Variables libres

Exemple
vi{t(h(a. g(x)). h{b, y)) = vi(h(a, g(x)) U vi(h(b. y))
= vil(a) U vl{g(x)) U vl(b) U Vvi(y)

=@ U VI(X) U U {y)



Variables libres

Exemple
vi(f(h{a, g(x)). h(b. y)) = vi(h(a, g(x)) U vi(h(b, y))
= vi(a) U vi(g(x)) U vi(b) U vi(y)
= UVIX) UGB U {y}

= {x} U {y}



Variables libres

Exemple
vi(f(h{a, g(x)). h(b. y)) = vi(h(a, g(x)) U vi(h(b, y))
= vi(a) U vi(g(x)) U vi(b) U vi(y)
=@ U VI(X) U U {y}
= {x; U {y}

={X.y}



Substitution

La substitution d'un terme ¢ a une variable x dans un terme u, notée uft/x] :

t s1y==x
t —
y[ /:1:] {y SIMON



Substitution

Exemple

fa, g(h(x, b).y), x)[i{z)/x] =



Substitution

Exemple

f{a, g(h(x, b). y). x)[i(z)/x] = t{ali(z)/x], g(h(x, )., y)i(z) /x]. X[i(z) /x])



Substitution

Exemple
fla, g(h(x. b). y). x)[i(z)/x] = t{ali(z)/x]. g(h(x, B). y)i{z)/x]. x[i(z) /x])

=f(a, g(h(x, B)[i(z)/x]. yli(z)/x]). (z])



Substitution

Exemple
tla, g(h(x. b). y). x)[i(z)/x] = t(ali(z)/x]. g(h(x. ©). y)[i(z)/X]. x[i(z) /X])
= f{a, g(h(x, B)[i(z)/x]. yli(z)/X]). i(z))

= f(a, g(h(xi(z)/x]. Bli(z)/x]), v). i(z))



Substitution

Exemple

f(a, g(h(x, B). y). x)[i{z)/x] = t{ali(z)/x]. g(h(x, B), y)[i{z)/x]. X[i{z) /x])
= f(a. g(h(x, bi(z)/x], yli(z)/x]). i(z))
= f(a, g(h(xi(z)/x]. Bli(z)/x]), y). i(z))

=f(a, g(h(i(z), b). y). i(z))



Relations

{P,Q,R,...}
Aussi appelés prédicats
Arité : nombre de parametres

Relationsd'arité 0 : L, T

Exemples : égalité, appartenance, parité, ...



Formules

Ensemble des formules Fs5, = {p, v, ...}

Plus petit ensemble contenant :

L
si 1, ..., In des termes et R une relation d’arité n alors R(t1, ..., tn) est une formule
Si @ et ¥ sont des formules, alors ces phrases sont des formules :

o ANV, oV, 0o =2V, ¢ <V, ¢

Vx. ¢ , 3x. ¢ : quantificateurs universels



Variables libres

Occurrence de x dans ¢ est libre si elle n’est pas dans une sous-formule de ¢
commencant par Yx ou 3x. ¢. Sinon elle est liée.

Une variable est libre dans ¢ si elle a au moins une occurrence libre dans ¢.

Une formule est close si elle ne contient pas de variable libre.



Variables libres

vl(L) = 0

VU(R(t1, . tn) = vl(t) U... Uvl(ty)

vl(=p) = vi(p)

vl(e V) = vl AY) = vl(p = ¢) = vi(p < ) = vi(p) Uvl(Y)

vl(Vr.p) = vl(Fx.) = vl(p) — {x}



Variables libres



Variables libres

Exemple

VI(VX.(x>y) A Jz.(t =2z)) = VI[VX.(x>y)) U vl(Fz.(t = z))



Variables libres

Exemple
VI(VX.(x>y) A Jz.(t=2)) = VvI[VX.(x>Yy)) U VI(Fz(t = z))

=vl(x>y)-{x} Uvl(t=2z2) -{z}



Variables libres

Exemple
VI(VX.(Xx >Yy) A3dz.(t=2)) = VI[VX.(x>Yy)) U vl(3z.(t = z))
=vl(x>vy)-{x} UvVl(t =z - {z}

= (VI(x) U Vi(y)) - {x} U (V(t) U VI(z)) - {z}



Variables libres

Exemple
VI(VX.(X > y) A 3zt = 2)) = VI(¥X.(x > y)) U VI{Fz.(t = 2))

= Vi{x>y)-{x} U VIt =2) - {z}

= (VI(x) U VIly)) - {3 U (vIT) U VI(z)) - {z}

=X vi- XUl 7} - {7}



Variables libres

Exemple
VI(VX.(x > y) A Jz.(t = 2)) = VI(Vx.(x > y)) U VI(Tz(t = 2))
=VI(x>y)-{x} U VIt =2) - {z}
= (VI{x) U vi{y)) - {x} U (VI(t) U vI(z)) - {z}
={X y}-{xp Uil z} - {7}

={y} U {i}



Variables libres

Exemple
VI(VX.(x > y) A Jz.(t = 2)) = VI(Vx.(x > y)) U VI(Tz(t = 2))
=VI(x>y)-{x} U VIt =2) - {z}
= (VI{x) U vi{y)) - {x} U (VI(t) U vI(z)) - {z}
={X y}-{xpUfl, z}-{z}
={y} U {1}

={y. 1}

x et z sont liées, y et t sont libres



Substitution

La substitution ¢/t/x] d'un ferme ¢ G une variable x dans une formule ¢ se restreint aux
occurrences libres de x.

R(ty, ... tn)[t/a] = R(t1[t/x], - .. tn[t/2])
(o VY)[t/a] = plt/z] VP[t/a]

(e AY)[t/x] = olt/x] N[t/ 2]

(o = P)t/z] = ¢lt/z] = Plt/x]

(0 = P)t/z] = ¢lt/z] & Plt/x]

= T S
oot = {5



Capfture de variable

Les substitutions qui capturent une variable libre ne sont pas autorisees.
Toute variable libre de ¢t ne doit pas étre sous un quantificateur dans ¢/t/x]
En cas de probleme : renommage des variables liees

Exemple

Ve.x+y=0)x/y| ZVz.x +2=0

Vez.x+y=0)z/y] =V 2" +2 =0



Séemantique



>-STrucCtures

Une Z-structure S sur un domaine D définit I'interprétation des symboles :
constanfes a € X la]ls € D
fonctions n-aires f € X [fls € D" — D

relations n-airesR € 3 [R]s € D" — {0,1}



>-STrucCtures

Exemple : arithmérique, D = N
constantes : 0, 1, 2, ...
fonctions : +, —, x, =, mod

relations : =, <, >, <, 2, pair, impair



Interpréetation des termes

Interprétation [¢]s € D d'un terme clos t € Ts

la]s = [a]s

Lf(t1,-- -, tn)ls = [fls([t1]s, - -, [tnls)



INnterpréetation des formules

Interprétation [¢]s € D d'une formule close ¢ < Fs

[L]s

[R(t1,-- - fu)ls = [R]s([ti]s, - - -, [fn]s)
[(o V)]s = max([e]s, [¢]s)

[(e AY)]s = min([e]s, [¢]s)

(

(

[(p = ¥)]s =0 ssi [p]s =1 et [¢]s =
[(¢ & V)]s =1 ssi [o]s = [¢]s
[(=)ls =1 —[¢]s

[Bz.0)]s = supilplt/z]ls | t € Ts}
[(Vz.0)ls = infilplt/z]ls | t € Ts}




Satisfiabilité

Une Z-structure S satisfait une formule ¥, dénoté S = ¢, ssi [¢ls = 1 pour toute substitution de
ses variables libres.

pest valide, dénoté = @, si elle est satisfaite par toute =Z-structure.



Conseguence semantique

Soit I"'un ensemble de formules de Fi., S est un modele de T, dénoté S =T ssiS | ¢

pour tout p e T.

¥ est une conséquence sémantique de I, dénoté I' = ¢ ssi tout modéle de T satisfait ©



Propriétés



Propriétés

Deux formules ¢ et y sont équivalentes, dénoté ¢ =y ssi [p]s = [¥]s
pour toute X-sfructure S

= est une relation d'équivalence



Propriétés

Les équivalences propositionnelles sont toujours valides.

Lois de De Morgan

—Vx.©o = dx.—p V.o = ~Jdz.-p

—dx.o = Vr.—p dx.p = —Va.—p



Propriétés

Ve Vy.po = VyVr.p dx.dy.o = dy.dz.p

Suppression des quantificateurs

V.o = si x & vl(p) dr.0 = ¢ si x & vi(p)



Propriétés

Distributivité des quantificateurs

Vo. (o A) =Va.p AV.ap Ve.(p V) =Vr.po Vi si x & vl(y)

dz.(p V) = Fz. VV2.1) dz.(p AY) = dx.p AN six € vl(Y)



Propriétés

Renommage des variables liees

V.o = Vy.(ely/z]) siy & vil(p)

Jr.o = Jy.(ply/z]) st y & vi(p)

Toute formule ¢ est équivalente a une formule ¢ dans laquelle les variables liées sont
distinctes des variables libres.



Formes normales



Formes prénexes

Quantificateurs

1N\

Qlajl-QQXQ- s Qnmngp

Formule sans quantificateurs

Toute formule est equivalente a une formule en forme prénexe



N

Une formule en forme prénexe est en forme normale conjonctive (FNC) si la formule sans

quantificateurs est une clause ou une conjonction de clauses.

Toute formule est équivalente a une FNC.



Mise en FNC

1. Renommer les variables sous quantificateurs V.o =Vy.(ply/z]) st x & vi(p)

Az = Jy.(@[y/z]) st x & vi(p)

2. Remonter les quantificateurs vz o = 3z, Ve. (o Ap) = V.o AVr.ap

V.o = —Jx.~p V. (o V) =Vr.p Vi siz & vl(y)

—3dx.0 = Vr.—p Jz.(p V) = dx.p V Vx.1p

dx.p = —Va.—p dz.(p AY) =Fx.p A stz & vl(Y)

3. Mettre la formule sans quantificateurs en FNC



Mise en FNC

Exemple

(VX.x+y=0) A((x=2) Vv (Iy.y>X)) =



Mise en FNC

Exemple

(VX.x+y=0)A((x=2)v(Ay.y>X)) = (Vz.z+y=0) A ((Xx=2) V (Ty. Yy >X))



Mise en FNC

Exemple
(VX.X+y=0)A((x=2)v(Ay.y>Xx)) = (Vz.z+y=0) A ((x=2) V (Ty.y >X))

=Vz.((z+y=0) A ((x=2) v (Iy.y >x)))



Mise en FNC

Exemple

(Vz.z+y=0) A ((x=2) v (Iy.y > X))

(VX.x+y=0) A((x=2) Vv (Ty.y>X))

Vz.((z+y=0) A ((x=2) v (dy.y>Xx)))

=Vz((z+y=0) A((x=2) v (3. t >X)))



Mise en FNC

Exemple

(VX.X+y=0)A((x=2)v(Ay.y>X)) = (Vz.z+y=0) A ((x=2) Vv (Ty. Yy >X))

Vz.((z+y=0) A ((x=2) v (y.y >x)))

Vz.((z+y=0) A ((x=2) v (3t. Tt > X)))

Vz.((z+y=0) ATt ((x=2) v (t >X)))



Mise en FNC

Exemple

(VX.x+y=0) A((x=2) Vv (Ay.y>X))

(Vz.z+y=0) A ((x=2) v (Iy.y > X))

Vz.((z+y=0) A ((x=2) v (y.y >x)))

Vz.((z+y=0) A ((x=2) v (3t. t > X)))

Vz.((z+y=0) A3t((x=2) v ( >x)))

= Vzat.((z+y=0) A((x=2) V (t >X)))



Deduction Naturelle



Déduction naturelle

Extension de la déduction naturelle de la logique propositionnelle

Ajout des regles pour les quantificateurs universels : V et 3



Quantificateurs

' x n’est pas libre dans I'
I' =Vx.p

Vi

Pour tout intro

Si on peut démontrer une formule sous certaines hypotheses, et qu'une variable
n'apparait pas dans ces hypotheses, alors on peut démontrer cette formule pour toute
valeur de cette variable.



Quantificateurs

Risque de capture de variable
r>0Fx=3

r>0FVr.x =3

V; FAUX

Généralisation illégale d'un cas particulier



Quantificateurs

I' =Vzx.p
[ [t/ ]

Ve

Pour tout elim

Si on peut démontrer une formule quelle que soit la valeur d'une variable, alors on peut
la démontrer pour une valeur particuliere.

Les variables libres de ¢ ne doivent pas étre capturées dans ¢[#/x].



Quantificateurs

LFolt/z] o
L3z ~°

Il existe intro

Si on peut montrer une formule, alors on peut montrer une abstraction de cette formule .

Les variables libres de ¢ ne doivent pas étre capturées dans ¢[#/x].



Quantificateurs

['=dz.p | PR x n’est libre ni dans I' ni dans ¢
'y

e
Il existe elim

Si on peut déduire une formule sous I'hypothese de I'existence d'un objet, alors cette
formule peut étre utiliseée comme hypothese, pour un objet donné n'étant pas ufilisé
dans le reste de la démonstration.

Généralisation de la regle ou elim.



Quantificateurs

Risque de capture de variable.

X n'est pas forcément I'objet qui a la proprieté souhaitée.

ax ax
N r=0x>0Fx=1 x=0,:1:>0|—x=0/\
r=0Fdr.x>0 r=0,r>0Fx=0Az=1 3, FAUX

r=0Fx=0A2x=1




Propriétés

- (Vx. AV Vz.B) = Vz.(AV B)

- 3Jdx.(AANB) = (3. AN Jx.B)



Fgalité

Egal intro

Une valeur est égale a elle-méme.

I'-t=t¢



Fgalité

' plt/x] I'Ft=u
['F ofu/x]

e

Egal élim

Deux termes égaux ont les mémes proprietés.



Completude

La logique du premier ordre est complete.

st ' =@ alors I' =



Déemonstration

Méme déemonstration que dans le cas propositionnel.

On prouve les cas des regles avec quantificateurs.



Demonstrations FAUSSES

x n'est pas libre dans 4 quand on applique Je

ax ax

Jr. AF dx. A Jr. A, AF A 3 FAUX

Jx.AFA V.
Jr. A+ Vx. A /L_x
- Jr. A = Vo . A




Demonstrations FAUSSES

Cette regle 3¢ n’existe pas

ax

dr. AFdx. A
dr.AF A 36 FAUX

dr. AF V. A =
- dr. A = Vo A




