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Logigue propositionnelle

Logique de base
Raisonnements simples

Connecteurs usuels : ET, OU, NON, ...



Syntaxe



Variables propositionnelles

Ensemble de variables propositionnelles.

P=Ap,q,r, ...}



Connecteurs logigues

1 bottom, absurde



Formules propositionnelles

Ensemble des formules propositionnel : FO p— {907 ?7b7 .. e }

Plus petit ensemble qui contient :

Les variables propositionnelles .
formules atomiques
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Si Y € .FO et w c FO alors les termes suivants sont aussi des formules :
conjonction © /\ w
disjonction gp \/ w
implication L — 77b
équivalence (© & w
négation _ISD

parenthésage (g@)



Priorite

L'ordre de priorité des connecteurs est le suivant :
> {A V> {=, e

Les connecteurs binaires sont associatifs gauche.

Ex: © N\ w AN interprété comme (QO A w) A 6



Induction

Démonstration de propriétés des formules
Soit A une propriété. Si:
A(L)
A(p) pourtout p € P
5 A(ip) et A(1) aiors A(ip A). Alip V). Alip = 1), Alip & )
SiA(¢p) alors A(=p) et A(())

AIorsA(gp) pour toute formule € a



Exemple

A(QO) — § contient au moins une variable ou L
A(J_)es’r vrai
A(p) est vrai pour tout p € P

siA(p) et A() aos A(p A ). A(p V). A(p = o) et A(p < )

sont vraies par construction

SiA(gp) alors A(—gp) e’rA((gp)) sont vraies de la méme maniere

DoncA(gp) pour toute formule @ € A



Séemantique



Valuation de variable

Une valuation définit la valeur de vérité des variables propositionnelles.

v:P —{0,1}
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Valuation de tormule

Toute valuation v se prolonge de facon unique en une valuation [[]],U sur les formules

propositionnelles :

[, : F¥ — {0,1}
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Valuation de tormule

Elle se définit récursivement sur la structure des formules :

[p]v = v(p)
[L], =0
(o V)]o = maz([e]s, [¢]o)
(o AY)]w = min([e]w, [¥])
(¢ = V)]o =1 ssi [o], = [¥].
(o = V)] =0 ssi [p], =1et [¢], =0
[(=)]o =1 =[],
[(©)]o = [l
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Exemple

[-(aVb) < (maN-b)], =1ssi [=(aVb)], =[-aA-b],

[=(a V)],

1 —[a Vo],
1 — max(|aly, [0])
1 — max(v(a),v(b))
1 —max(0,1)

1 —1

0

[—(aVb) < (maA=b), =1

[—a A =b],

14

S 3 3 3

< 3

.
S

R RN S,
S S S

.
S

N /N /N N /N

[~alv, [=6]+)

L — Ia]]va 1 — [[b]]v)
1 —v(a),1 —v(b))
1-0,1-1)

1,0)




Table de verite

La table de vérité d'une formule énumeére toutes ses valuations possibles.

p evg pAag p=9 pPp<=(
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Propriétés



Satisfiabilité

Une valuation v satisfait une formule ¢ ssi o], = 1

Y est satisfaisable s'il existe une valuation qui la satisfait
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Satisfiabilité

Une formule ¢ est une tautologie, dénoté = ¢, ssi [, = 1 pour toute valuation v.

Soit I' un ensemble de formules, ¥ est une conséquence sémantique de I, dénoté I' = ¢

si ¥ est satisfaite par toute valuation qui satisfait foutes les formules de T
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Fquivalence sémantique

Deux formules ¥ et ¥ sont sémantiquement équivalentes, dénoté ¢ = v,

ssi [¢]o = [¥]+ pour toute valuation v.

Autrement dit: © =¥ sst & Y
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Proposifion

La relation = est une relation d’'équivalence :
Réflexivité ¥ = @
Symétrie st ¢ = alors P = ¢

Transitivité st o =1 et Y =60 alors p =6
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Déemonstration

Y= [e]o = [elo
St Y = w alors w =@ [[90]]1) — [[w]]v [[w]]v — [[90]]'0

st p=1 ety =0alors p=0 lelo =[]+ [¥]» = [0] [el = [6]w
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Propriétes algebriques

Commutativité

VY =9V P NP =P AN pSP=Y S

Associativite

pV (@ VO =(eVy)Ve  oNWA)=(eAP)NI oo @ el)=(pey) <0

Distributivité

wV (WNO)=(pVY)A(pV0) N VEO)=(eAP)V(pAD)

Idempotence

pANP = pVPY=p
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Propriétes algebriques

Nevuiralité de L

oV 1=
Absorbtion de L
oA\ 1L=1
Lois de De Morgan
(P AY) =9V Y “(VAY) = Ay
Double négation
TP =

Propriétés de =

=Y ="pVyY =P ==
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Systeme complet

Systeme complet de connecteurs C

Ensemble de connecteurs logiques tel que toute formule propositionnelle est
equivalente a une formule n'utilisant que les connecteurs de C.

Théoreme

Les ensembles de connecteurs {v, 7}, {=, 7}, {A, 7} et {=, 1} sont des systemes
complets.
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Formes Normales



Formes normales

Forme normale disjonctive (FND) : disjonction de conjonctions

(90171 A ..901,[,,1) AVAEIIEIAV (9011,1 N .. -Spk,nl)

Littéral : variable propositionnelle ou négation de variable propositionnelle

\4

(901’1 V "'901,?11) VANKICIERVA (90]{71 V.. '90]6,?”&1)

Forme normale conjonctive (FNC) : conjonction de disjonctions
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Théeoreme

Toute formule propositionnelle est équivalente a une FND ou une FNC.

Démonstration : par tfransformation des formules
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Mise en FNC ou FND

1. Eliminer les =

2. Placer les - devant les variables

3. Distribution des A et v

4. Simplification

A= B=-AV B

—A=A
—l(A\/B)E—IA/\—lB

_l(A/\B)E—lA\/_lB
(ANB)VC=(AvVC)AN(BVO)

(AVB)AC=(ANC)V (BACQC)

AN—-A=1 ANL =1 AN—-1L =A

AVv-A=-1 Av.li=A4 AV -1l =-1
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Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A=B) v (C v 7(D = A))
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Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A=B) v (C v 7(D = A))

FND

(A=B) Vv (CVv(D=A)) =
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Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A=B) v (C v 7(D = A))

FND
A= B=-AV B

(A=B)v((CVvD=A))=7("AVvB)vCv("DvVvA) suppression des =
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Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A=B) v (C v 7(D = A))

FND

S(A=B) v (CV (D= A))=-("A VB vCvV-(DvA) "AVE=-AA-E
ﬁ—lAEA
=(AATBvCvVv(DA-A) déplacement des —
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Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A = B) v (C v 7(D = A))

FNC

(A=B) Vv (CVvD=A)) =
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Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A = B) v (C v 7(D = A))

(A=B)v(CVv(D=A))="("AVB)Vv(CvVv~("DvVvA)) suppression des =
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Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A=B) v (C v 7(D = A))

FNC

“(A=B)v(Cv-D=A))="("AVB)Vv(Cv-(-DvA) (AVB)=-AA-B

=(AA-B) Vv (CV(DA-A)) dép o%éqmen’r des

35



Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A=B) v (C v 7(D = A))

FNC

"(A=B)v(Cv(D=A))="("AVB)Vv(CvVv~("DvVvA))
=(AA7B)V(CvV(DA-A)

eV (Y AO)=(pVY)A(pVH)
= (AA-B) Vv ((CVD)A(CVv-A)) distribution
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Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A=B) v (C v 7(D = A))

FNC

~(A=B) v (CV-(D=A))==(-AVB) Vv (CV-(-DvA)
= (AA-B) VvV (CV (DA-A)
= (AA-B) VvV ((CVD)A(CV-A)
= ((AA-B) vV (CVD))A([AAr-B) Vv (Cv-A)) distibution
PV (WAO)=(pVip)A(pV0)
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Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A=B) v (C v 7(D = A))

FNC

S(A=B)V(CV-(D=A))==(-AVB) Vv (CV-(-DvVA))
= (A A-B) Vv (C V(D A-A))
= (AA-B) Vv ((CVD)A(CV-A))
= ((AA-B) vV (C VD)) A((AAB)V(CV-A)
=(AVCVD)A(BVCVD)A(AVCV-A)A(BVCV-A)

associativité

eV (V) =(pVy)Ve
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Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A=B) v (C v 7(D = A))

FNC

S(A=B) Vv (CV-(D=A))=-(-AVB) Vv (CV-(-DvVA)
=(AA-B)V (CV (DA-A)
= (AA-B) Vv ((CVD) A (CV-A))
= ((AA-B) vV (C VD)) A ((-mA A-B) v (C v -A))
=(AVCVD)A(BVCVD)A(AVCV-A)A(BVCV-A)
=(AVCVD)A("BVCVD)A(CV-L)A(BvVCV-A)

simplification

AV-A=-1
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Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A=B) v (C v 7(D = A))

FNC

S(A=B) Vv (CV-(D=A))=-(-AVB) Vv (CV-(-DVA))
= (A A-B) Vv (C V(D A-A))
= (AA-B) Vv ((CVD)A(CV-A))
= ((AA-B) vV (C VD)) A ((-A A-B) Vv (C Vv -A))
=(AVCVD)A(BVCVD)A(AVCV-A)A(BVCV-A)
=(AVCVD)A(BVCVD)A(CV-L)A(BVCV-A
=(AVCVD)A(BVCVD)A-LA(BVCYV A

simplification
P AV -l =-1

40



Exemple

Mettre la formule suivante en FND et FNC : 7(A = B) v (C v (D = A))

FNC

~(A=B) VvV (CV-(D=A))=-(-AVB) Vv (CV-(-DVA)
= (AA-B)V (CV (D A-A))
= (AA-B) Vv ([CVD)A(CV-A)
= ((A A=B) v (C VD)) A ((-mA A =B) v (C v —A))
=(AVCVD)A("BVCVD)A(AVCV-A)A(BVCYV-A)
=(AVCVD)A("BVCVD)A(CV-L)A(BVCV-A)
=(AVCVD)A("BVCVD)A~LA(BvVCV-A
=(AVCVD)A("BVCVD)A(BvVCV-A)
simplification o
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Deduction Naturelle



Séequent

Hypothéses Conclusions

901,...,g0n|_¢1,...,¢m

Signifie
P1 N\ N =P VeV by
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Déduction naturelle

Systeme de déduction Prémisses
AXiomes
I‘/ - A/ F// = A//
o111
Regles d'inf I |—\A
Conclusion
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Déduction naturelle

On commence par le systeme complet {A, =, 1}

Chaqgue connecteur a 1 ou 2 regles d'intfroduction et 1 ou 2 régles d’élimination

On utilisera la notation =g, équivalent d ¢ = 1
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Systeme {A, =, 1}

X

T AF A

Regle de I'axiome

Un terme est démontrable s'il fait partie des hypotheses.
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Systeme {A, =, 1}

' A
[ BFA

aft

Affaiblissement

Certaines hypotheses sont inutiles.
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Systeme {A, =, 1}

I'A+B
I'HA= B

— .
71

Implique intro

Pour monftrer gu’une formule impligue une autre, il faut montrer que la 2e se demontre
avec la premiere en hypothese.
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Systeme {A, =, 1}

I'-A= B I'-A _

I'-B

Implique élim (modus ponens)

Si on a montré qu'une formule en implique une seconde, et que I'on a aussi montre la
premiere formule, alors on a montré la seconde.
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Systeme {A, =, 1}

[-AbL
A ¢

Absurdité classique

Pour prouver une formule, on suppose son contraire pour déduire |'absurde.
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Systeme {A, =, 1}

Ex falso quodlibet

Si des hypotheses permettent de déduire I'absurde, elles permettent de tout déduire.
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Systeme {A, =, 1}

NAFL
Négation - intro ' - _'A ’
Implique infro avec B = L F) A |_ J_ N
. A= 1
(Raccourci)
-A=A= 1
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Systeme {A, =, 1}

Négation - élim 'L
Implique élim avec B = L I‘ |_ A = | 1" |_ A
' L

(Raccourci)
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Systeme {A, =, 1}

I'-A I'-B

AY
I'FAAB

Et - infro

Pour montrer la conjonction de deux formules, il faut monitrer ces deux formules.
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Systeme {A, =, 1}

TFAAB ,
THA -

I'HFAAB A
Et elim (gauche et droite) - B ed

La preuve d'une conjonction permet de montrer chaque partie de cette conjonction.
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Systeme {A, =, 1}

' A
DAFA ™ W
'~ _L I'—-AF 1
’ - A=A= 1
TEA e TEA e ~
LAFL 'F-A TFA _
-4 NI )
rAFB [FA=B TFA
T'FA=B I'B

A TFB P-AAB , TFHAAB

) e /\6
TFAAB T A g T B ¢
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Proprietes
priet

st o €' alors I' =

st I'Up kY alors'F o=
silFpetTFop=1alors TUT'

si U{=p}FL alorsT'F ¢

st I'=1 alors ' @
sil'FoetT"FyalorsTUT oA

stI'FoAYalorsT'Epetl =
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Proprietes
- = (Y= )
- = (mp = Y)
—(e=Y)=(Vv=10)= (p=10))
- (=) = (7Y = )
- (Y = ) = (0 =)
- = P
- = g
(= W =10))= ((pAN) = 0)
- ((pAY)=0)= (¢ = (v =10))
- (A ) = L
- L= (A )
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Correction

Lemme de correction

st '@ alors ' = @

Explication : si on peut prouver une formule sous certaines hypotheses, et que ces
hypotheses sont saftisfiables, alors cette formule est vraie.
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ldee de déemonstration

Démonstration par récurrence sur la longueur de la démonstration.
On considere chaqgue regle pour la derniere étape.

Les étapes d'avant de la démonstration sont des hypotheses de récurrence.
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Completude

Théoreme de complétude

st ' =palors ' @

Explication : si une formule est une conségquence sémantique d'un ensemble de formules
I', alors cette formule est prouvable sous les hypotheses T'.
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ldee de déemonstration

Démonstration par induction sur ¢.

On considere le connecteur le plus « haut ».

Les sous-formules sont des hypotheses de récurrence.
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Systeme {v, 7, A, =, <, 1}

'

Vig
I'=pVa

AN

Ou intro (gauche et droite) \/’éd

I'=pVa

Si on prouve une formule, alors on prouve la disjonction de cetfte formule avec une
autre.
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Systeme {v, 7, A, =, <, 1}

Tovey  T,oF0 Tk

[I'-6

Ou elim

Si on prouve une disjonction et que de chaque partie on déduit une autre formule, alors
on peut déduire cette formule.
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Systeme {v, 7, A, =, <, 1}

1

Lyre Loy
I'-p &<

Equiv intro

Si deux formules permettent de se deduire I'une de I'autre, alors on déduit leur
équivalence.
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Systeme {v, 7, A, =, <, 1}

I' = I'Fp sy

e

I'= 7

' I'- o<y oo

Equiv elim F |— w e

Si on déduit une formule, et gu’elle est équivalente G une autre, on deduit cette
derniere.
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Systeme {v, 7, A, =, <, 1}

ke T+
Tovey 7 TFoVi

T'-ovy T.oF0  T,0F0

['=6

LiyFe  TLiorv
I'-p &

I' = I'Ep &y Sy ' I

Vid

I'= I'=
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Propriétés

— oV & (e A1)

- op & (= 1)

Flpev) S (e=Y)A Y= 9)
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Completude

La déduction naturelle reste complete pour {v, 7, A, =, <, 1}.

69



